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CONSTRUCTION D’UNE SOLUTION FONDAMENTALE 
DUE I@UATION AUX D@~ES PARTIELLES 
A COEFFICIENTS CONSTANTS PAR MORCEAUX 
PAR 
M. ZILI (*) 
[Universite P. et M. Curie] 
RBsuMB. - L’objet de cet article est de construire une solution fondamentale d’une equation 
aux derivees partielles a coefficients constants par morceaux et admettant un drift gCnCralisC. 
On presente une methode de calcul, qui nous permet de donner une formulation explicite de 
la solution, utilisable dans ks applications concretes. 
ABSTRACT. - The aim of this article is to construct a fundamental solution of a partial 
differential equation with pieacewise constant coefficients and admitting a generalized drift. 
We present a calcul method, which permits us to give an explicit formulation of the solution 
usable in concrete applications. 
Introduction 
On sait, d’aprks A. FRIEDMAN [2], construire une solution fondamentale 
sur R x [To, Tl], de 1’6quation aux dCrivCes partielles : 
(*> CL - g,u = C’, oa L = a(@)& + b(z,t)& 
(*) Texte prksente par B. CIAVEAU, rey en mars 1996. 
M. ZILI, Mathematiques, Universid Paris-VI, Case 247, 4 place Jussieu, Tour 46/56, Y &age, 
bureau 504. 75252 Paris Cedex 05. 
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oti ~(5, t) et b(z, t) sont definis, continus et lipschitziens sur R x [To, Tl]. 
On sait Cgalement, d’apres M. MASTRANGELO [6], [7] et M. TALBI [ll], 
construire une solution fondamentale de l’equation aux derivees partielles 
(*) avec 
oti p et 4 sont deux fonctions de classe C2 et A est constant. 
Mais les deux approches preddentes ne donnent pas une formulation 
explicite de la solution fondamentale. En s’inspirant des travaux 
precedents, on construit explicitement dans ce travail une solution 
fondamentale de l’equation aux derivees partielles (*) avec 
L = [p21R:(x) f ‘izlR+(x)]$ f [elR:(x) + flR+(x)]& 
ou p et q [ resp. e et f] sont des constantes reelles strictement positives 
[resp.des constantes reelles ] et on en donne une expression precise. 
Une premiere idee, serait de supprimer le drift [elRT (x) + fly, (z)] & 
via une transformation de Zvonkin et se ramener aux travaux de M. 
MASTRANGELO [6] et [7]. Mais cette methode, conduit a un operateur dont 
les coefficients ne sont pas constants par morceaux (cf. Appendice “A”), 
et elle ne permet pas, de donner une solution aisement calculable. Ici le 
but est de donner une formulation explicite d’une solution fondamentale 
utilisable dans les applications concretes. 
1. Notations, d&Sons et CnoncC du thCor&me principal 
1.1. DBFINITION. - Soit h une fonction definie et continue sur R a valeurs 
dans R. h est dite de classe C2 sur R- [resp. sur R+], si elle est de 
classe C2 sur R”_ [resp. sur R*+], a derivees bomees, et telle que pour tout 
,4 5 2, 1~: hck) [resp.lR; h(‘)] se prolonge continument sur R- [resp. sur 
R+] en une fonction que nous noterons l~-h(~) [resp.lR+ hck)]. 
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1.2. DEFINITION D'UNESOLUTIONFONDAMENTALED'UNE EDP ACOEFFICIENTS 
RBGULIERS PAR MORCEAUX ET ADMETTANT UN DRIFT Gl?Nl?RALISl? - Notant 
0 = R x [OJ], oti 0 < T, on appelle solution fondamentale sur R 
de l’&quation (L - ~IIU - 0, une fonction I’(z,s,y,t) dkfinie pour 
(y,s) E R, (x,t) E R et s < t et vh-ifiant : 
1. V(y, s) E R* x [0, T], I’ (en tant que fonction en (2, t) E R* x [0, T]), 
v&Se l’kquation (L - g)JI - 0. 
2. Pour toute foncticn h continue et bornCe sur R on a : 
lim 
s s4t R 
r(x, s, Y, W(y)& = h(4. 
3. Pour toute fonction h continue sur R de classe C2 sur R- et sur 
R+, pour toute fonction g continue et h support compact sur R : 
lim 
s .I t+" rER ycR 
t-lg(z)[h(y) - h(z)]r(z, 0, y, t)dydz = < Lh, g > 










On va maintenant donner les dkfinitions de quatre fonctions qu’on 
rencontrera h plusieurs reprises dans nos calculs. 
1.3. DEFINITION DES FONCTIONS cpz, $J~, ^ la ET xc. - Pour tout rCel a > 0 
et tout rCe1 a E R*, on d&nit les fonctions : 
{ 
cpm = ita exp 
a2 
( 1 
-- & si t > 0 
cp::(t) = 0 si t 5 0 
{ 
4a(t> = ;& ---[[a’ - 2t]exp -g 
( > 
si t > 0 
$Ja(t> = 0 si t 2 0 
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sit>0 
I m(t) = 0 si t 5 0 
Pour tout rkel c E R, on d&nit la fonction : 
{ 
xc(t) = erfc c 
( > 2A 
si t > 0 
?&) = 0 si t < 0 
1.4. DEFINITION DES FONCTIONS 2, 2;. - En notant u(x) = p” 1~1 (CC) + 
&R+(x) et b(z) = elR+) + flR+(x), nous introduisons la fonction 
paramCtrique suivante : 
Pour s < t et (z,y) E R2, 
-qX? s, Y, t) = 
1 
J47ra(y)(t - s) exp ( 
(x - ?/I2 
-4a(y)(t - s) > 
En notant x’ = 11x+ - LC- et 2’ = gxf - x-, 013 x E R, on introduit 
Cgalement les fonc%ons paramttriques “modifi&es suivantes : 
1 
( 
-(I x’ I + I Y D2 
-ww,Y,t) = J 
47ra(y)(t - s) exp id %Y) tt - 4 > si y < 0 1 4m(y)(t - s) exp ( _ (I (4” I + I Y I)” 4a(y)(t - 4 > siy>O 
1 
Z2(v,Y,t) = 
2/47ra(y)(t - s) exp L ( _ (I (-x>’ I + I y I)” 4a(y)(t - 4 > si y < 0 1 47ra(y)(t - s) exp ( -4 X” I + I Y I>” 4a(y)(t - 4 > siy>O 





I (-x>” I + I y I 
) 
si y > 0 
llJmF-3 - 
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1 




si y < 0 
I 2’ I + I Y I 
mm=l 
siyz0 
1.5. DEFINITION DES SUTES RI, ET Hk. - NOtant LO = a(z)& + b(z)& 
et M = Lo - 6; on considere les deux suites RI, et Hk definies comme 
suit : Pour s < t 
Le but de ce travail est de prouver le theoreme suivant : 
1.6. THI?O&ME PRIKCIPAL. - Si les constantes p et q sont telles 
que : 3 - fi < t < 3 + &, alors, la fonction I? d@nie par 
I’(x, s, y, t) = E Hk(:c, s, y, t) est une solution fond4 
k=l 
1’6quation (L - $&)U =i 0, 02 
L = Lo +pqJ{o} $(O+) - L(O-) [ 
Afin de demontrer ce theoreme, on va passer par trois &apes 
nentale sur R de 
preliminaires; Dans la premiere, on va Ctudier les propri&Cs de la 
fonction param&rique .Z. Puis, dans une seconde &ape on va calculer 
explicitement R2 et dclnner un developpement de RI, pour k 2 3. Ce 
developpement, nous permettra d’avoir la propriete 1 de la definition 1.2. 
Et dans la derniere &ape, on va calculer explicitement Hz et donner un 
developpement de Hk pour k 2 3, ce qui nous permettra de prouver les 
proprietes 2 et 3 de la definition 1.2 et d’obtenir le theoreme. 
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2. lhude de la parambrique 2 
Commenqons 1’Ctude par remarquer que, pour y fix& 2 est dhivable 
deux fois par rapport A 1c et on a : 
~(z,%Y>t) = (Y - 4 
4J;;(a(y)(t - s))3i2 exp ( 
(x - YJ2 
- 44Y)O - 4 > 
et 
g(x,s;y,t) +- l (Y - 4” 
4J?; MY)@ - 4)3’2 + 2@(y)@ - sy2 1 
exp (
(x - WI” 
- 4U(Y)(i - 4 > . 
Remarquons tgalement, que pour y et s fix&, Z(. , s, y, .) est une solution 
de l’kquation aux dCrivCes partielles h coefficients constants suivante : 
u(y)$(x,t) - g(x: t) = 0. 
Le lemme suivant dtcoule de la definition de Lo et de la remarque 
prckkdente : 
2.1. LEMME. - t/x E R*?Vy E R”, 
Nous allons maintenant honcer une proposition due B MASTRANGELO [6]. 
2.2. PROPOSITION. - 1. Si f est me fonction continue et born&e sur R, 
alors la fonction J dkjinie par : J(x, s, t) = JR f(z).Z(x, s, z, t)dz est 
continue en (x, s, t) sur R x {(s, t); s < t} et Vx E R, lim,,t J(x, Q, t) = 
f(x)* 
2. Si f (x, t) est me fonction dt;Jinie, continue et born&e sur $2, 
alors pour tout 0 < t < T, la fonction potentiel V dkjinie par : 
V(X> t) = s,” JR fb, SM x, s, z, t)dzds est de classe C1 en x E R et 
on a 
&>t) = Jt J o R f(z, s)&Z(x, s, z, t)dzds 
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3. Si f (x, t) est une forrction d$nie, continue et born&e sur Sl, localement 
hiilde’rienne en x E R et uniformt!ment en t E R+, alors la fonction 
potentiel V(x, t) est de classe C2 en x E R , C1 en t, et elle ve’rije : 
et si x E R* 
gv,,: t) = f(x, t) + J’ / 
a” 
0 R 
44f(G “)g-y-(“7 s, z, +Jzds 
De cette proposition, i.1 est facile de voir le corollaire suivant : 
2.3. COROLLAIRE. - Si f(x, t) est une fonction qui ve’rijie les hypothtses 
de la proposition pr&&dente, alors si x E R*, et 0 < t 2 T, 
a2 
a(x)@ - ; 
> 
V(x, t> = -f(x, t) 
-t (a(x) -a(z))f(z, s&x, s, .z, t)dzds 
et 
V(x, t) = -f(x, t)+ ~/)(w+o - -$(x,w,t)d~~s 
3. DCveloppement explicite des RI, pour k 1 2 
On va commencer par calculer explicitement Rx et dkmontrer la 
proposition suivante : 
3.1. PROPOSITION. - Si x < 0 et 3 < 0, 
+e2(t-s) a2qx, 8, Y, t) 
ax2 . 
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Si 2 > 0 et y < 0, 
Rz(x, s, Y, t> = ( 





dX 2dq - P> 
mv,YY,~) 
ef az2(xc, s, Y, t> 
+p*y* ax - q2 -p2 
( 
.f2 ef 
~ + 4p2 ~2bsYJ) 
> 
+ f (P + q> dZl( 
2P 
x7 s, Y, t> +e(q2 - P”> .y d2Z2(z, s7 Y, t> 
dX 2p2 - ax2 
Si x < 0 et y 2 0, 






--& + 4q2 ~2h%Y/,G 
> 
+ e(p + q) d&(x, s, 9, t> + f (P2 - q2> .y d2Z2(x, ST YJ, t> 
2q 8X 2q2 . dx2 
Si x > 0 et y > 0, 
R2(v,y,t) = - 
(P+4)kP)2 ~2Z2(v>Y?t) f2 
2P 822 
+ @&(z, s, YY, t) 
ef (P - q) f 
- 2P(P + q) 
Zz(x, s, Y, t> + y- 
e 
( > bfl, 
azz(~, s, 9, t> 
+f2(t-a;P,r;~?Y?~~. 
Preuve. - Nous allons effectuer la ddmonstration dans le cas oh : x < 0 




R2b, s, Y, t> = Rl (z, s, y, a)& (x, g, x, t&da 
3 0 
t 0 + JJ a(? s, y, +1(x, o,z, t&da s --cc 
= R2l(X, s, Y, t> + R22(x, s, Y, t>. 
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Pour calculer 14, on va commencer par calculer l’intkgrale : 
&(z, t - s)= t<t - s) =
1 (Y - d2 1 ( (Y - zJ2 = (&a - s))W + 2(p2(0 - s))5/2 exp -4pya - s) 
1 
(’ -x)2 
(q2(t - u))3/” + 2(q2(t - 0))5/2 
Z-Y z-x Enposantv=a-s,u=t-s,a=- etb=- on voit que : 
P Q ’ 
s 
u ^ 
14(u) = ’ =[a2 - 2w]exp (-g) 
0 2p3diG-v5 
1 
x 2q3JiigG v)5 
=[b2 - 2(~ - v)]exp (-4CUb2 Uj)du 
11 est clair que 14 est la convolke : Id(U) = &!h * d+(u). 
Done L(&)(U) = &-Lb#‘(+b)(zL). 
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En utilisant les valeurs des transformCes de Laplace des fonctions &, et 
T+!Ib (cf. Appendice “B”), on trouve que : 
L(j4)(u) = ----&+,a exp (-w+)U+ exp (-bu:) 
1 
= Q343uexp (-(a + b)U+) = -$--@(%+b)(U) 
Ce qui implique que 
1 ((P+qb-qY -Pd3 3((P + Q)Z - QY - PX> 
= 16P3q3dw - 2p3qyt - s) PQ I 
x exp _ ((P + q)z - QY - Px)2 




4 = -($ -py &(z, t - s)dx 
En faisant le changement de vdable < = w, et en 
utilisant les valeurs des intkgrales su3 exp( -u2)du ‘I? j~:xp( -u2)du 
(cf. Appendice “C”), on trouve que : 
1 ( exp - (Pa: + qY)2 4p2qyt - 3) 
_ P--Jr12 -p2)@Z2G7$Y.t) 
Calculons maintenant 13. En posant TJ = (T - S, ‘1~ = t - S, a = 7 et 
b= 7 on trouve que : 
n n 
13(z, t  -  3) = 13(t -  s) = J st~(r,r,Y,~)~(T,0,2,t)du 
2 1 1 (Y - d2 (Y - zJ2 = J [ -- s 4fi (p2(u - s))3/2 + qpyg - s))5/2 exp -4p2(0 - s) 1 ( 1 
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(2 - 4 
( 




’ 0 2p3AG7 [d - 274~ (-3 4q2 d-$+ exl, (-&)‘li. 
=i 
I, 1 
-$I(, (.u)byl; (u - v)dv = ’ 
1 
0 e3q2 
8p3q’ y’lo * b/f (4 
on voit que : 
Et en faisant un changement de variable convenable, on montre comme 
pr6cCdemment que : 
I3 = e (4 7-9 -(I= + QY) 
.2p4J;;q”p2(t - ,)V exp ( 
(PX + WI2 
-4p2qy1; - s) > 
= e (4 9) i’Z2(X,%YJ) 
2P 8.7: 
En utilisant les memes techniques on trouve que : 
I2 = f (4 - PI -(PX + qY) 
‘-g-T!fiq;7P”(t - ,+w exp ( 
(PZ + q# 
-4gqyt - s) > 




(PX + qY)2 ~- 




NP + s> 
BULLETIN DES SCIENCES MATHI!MATIQUES 
126 M. ZILI 
et 
R22(x, s, Y, t> = 
e”.(t - s) 
[ 
1 (Y - 4” 
4P3fi - (t - s)3/2 + 2(p”(t - s))5/” 1 
d’ob la proposition. 0 
On va maintenant gCnCraliser le rksultat ci-dessus et prouver le thCor&me 
suivant : 
3.2. THI~ORI~ME. - Qk > 2! et b’z E R on a : 
si y < 0, 
022 Pour v = 1,2,3,4 : Ck.v(X) = &.vlR~ (x) + Lk.&+(x) avec : 
Ql 2 1 on a : 
K2,1=p-q 2 , 21J(q -p2j(-‘p;-)‘-1> K2/+1,1 = 0 
L21+1.1 = (q2 - P2) L21.l = 0 
K21+1,2 = “‘;; ‘) (-“;y)‘, K2,c2 = 0 
L 21.2 = @;p2) (-@--a’?)“, L21+1;2 = o 
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K21+1.3 = [K:s,3 + (1 - l)R(p, q)] 
02 
et 
K3,3 = 7 [-f + 
4p2 - q2> _ .f(P + d2 w 
4p2 -- 
4P9 P I 
4P + d 
R(P, q) = -- 
4P2 
+ f + f(P + cd2 + dP2 - q2) 
4Pq P 
] ( (P;-y - 
Q(P, d == f - $ + e(p + 4) + fh2 - p2) 4p2 
4Pq 
Le reste Wk est tel qm : 
si y 2 0, 
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02 pour u = 1,2,3,4 
Ql 2 lona: 
: bk.~/(s) = Mk,~lR,y (x) -k Nk.l,l~+ (x) avec 
N21+1.2 = N2,:2 = o 
A4 21,2 = f@; 2) (p-r’?)“. M21+1,2 = o 
I 
2 l-l 
N. 213 = +(; + $k(-(p4;;) ) . 
N21+1,3 = LN3.3 + (I - l)R’(p,q)] - 
( lP,y)‘-1 
02 
N33 _ p-q -e+ f(q’-ti”) _ etp+d2 _ Pf 
2P [ 4q’ 4P4 9 1 
et 









Q’(p, q) = e - !f + “‘:,t q, + e(P:i”iq2) 
iv 1 
21+1 ~ = f(P” - 4”) 4pq (-(p;;2)‘-1, N2,,I = 0 
A4 21.4 = e(p;q) (-‘“,f2)“: M2r+l,4 = 0 
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Le reste Gk est tel qw : 
129 




Afin de prouver le rhkorkme, on a besoin des valeurs des intkgrales 
doubles suivantes : 
3.3. CALCULS PR~LIMINAIRES. - En utilisant les memes techniques 
celles employkes dans le calcul de R2, on trouve les rksultats suivants 
que 
Si 5 < 0 et y < 0, 
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I’:2 = y.Z(z, s; y, U$g(X! u, z, t)dzda 
Y 
qx: s, y, t) + 







Q 1 =-- 
dq2 - P”) 
22(x, s, Y/, t) + 








=-- 2;2 g(x,S>Y>t) - J$&(XJ>Y.t). 






Y a2Z2( ) 





=-2p(p+q) ax t 0 




= 2q(p+ 4) ax 




JJ s -23 
y.~(~,s,y,u)~(x.o.z,t)dldn 
= ---qx,s,y,q. Y 
wP+ d f3x 
.t 
J; = JJ s O ~(z;s:y:u)~(x;u,~,t)dz~u --!x 
1 =-- -Z2(V,Yd). 
2P(P + 4) 
J; = x,u,z,t)da~u=-~z2(x,s,y,t). 
4P2 
t 




= ---qx,s, y,t) + Y 
2p(q - I’) ax 
--$--+~(“,“,Y>t). 
t J"3 = JJ +cw, s 0 Z(z, s, y,cg(x, u, 2tgdzda 
1 1 -___- 
= 2p(q2 -- p”) ~2(33,Y,~)f 2dq - P> 
~l(x,%Y,q. 
t J"J = JJ s 0 += g$; s, y, u@x, u2, t)dzds =- 2;2f3v>Y,t) + $p(W.Y>t). 
Preuve du th.5orbze 3.2. - On va raisonner par dcurrence. D’aprk la 
proposition 3.1, le thkorkme est vrai pour k = 2. Supposons qu’il est vrai 
pour k 2 2 et protivons le pour k + 1. 
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Si :r: < 0 et TJ < 0, 
Et en utilisant l’hypothkse de rkurrence on obtient : 
En utilisant les valeurs des irkgrales doubles calcul6es dans le 
paragraphe 3.3, on trouve que : 
avec : 
Kk+lJ = p~h Kk+l.i = +I,~,~, KX.Sl.4 = 
e 
WP - q) 
G.1 
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et 
w&+1 (cc., s, y, t) = 
e e 
-------Lk.z + y--- 
a@ + 4) Q 9" Kk.2 Y.~ 1 ' az2 (z, s, y, t) e Lk,3 - ~Lk.4 - eq 4q dq" - u') C.3 1 -G(~, 3, y,t) P + ’ [ 1 2q(?, - Q) Y.~~$xY,6) + - P> Kk.3 - ~&A Z&-.s,y,t) 1 
Et en utilisant l’hypothkse de rCcurrence on obtient : 
R~+I(v,Y,~) = (q2 -p”) eKk.;J; + f.eK&; + & L~,;J)‘; 
i=l i=l i=l t + JJ W&z, s, y/; a)Rl(z, u, z, t)dzda s R 
En utilisant les valeurs des intCgrales doubles calculkes dans le 
paragraphe 3.3, on trouve que : 
&+I (z, 8, Y, t) = Lktl.1 - 
dZ2 
+ b+1.37g- (z, 3, Y, t> + h+1,4= 5 s azl( , ,Y,~)+w+lcv,Y,~) 
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-h+1.3 = p5%-,3 + (p24;j2)K~., + 2qc;+ q)Kk,l + -&& q2 -p” 
et 
wk+l (T s, Y, t) = f 
MP + d 
K/c.;? + f 
82-2 
---Lk.2 y.- 
q2 -P" 1 8X (x:, s> Y, t) 
Iv& s, y, a)R1(z, u, 2, t)dzda 
Et en remplaCant les Kx..~ et Lk,v par leurs valeurs donrkes par l’hypothkse 
de rCcurrence, on trouve le r&u&at. 0 
3.4. COROLLAIRE (Construction d’une solution de 1’e.d.p. saris drif 
gfhne’ralise’). - Si les constantes p et q sont telles que : 3 - fi < f < 3 + &, 
alors pour tout (TIT:, s y: t) E (R* x R+)” n (0 < s < t < T}, la fonction r 
est une solution de l’kquation (Lo - &)I’ = A4u E 0. 
Preuve. - Remarquons tout d’abord que pour tout (x, y) E R”, pour 
tout s < t, la fonction 4(.x, s. y,t) = EI&(s! s, y,t) vtrifie l’kquation 
i=l 
suivante : 
qqz, s, y, a)MZ(x, u, x, t)dzda 




= Z(z, s, y, t) + 
JJ 
2(x:, u: z, t)#(z, s, y, a)dzda 
R 
II Z(& 5, y,t) + I;& s,y, t). 
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En appliquant le corollaire 2.3 avec f(z, t) = fs.,,,(z, t) = $(x, s, y, t), 
on obtient : 
En combinant les deux dernikres @alit&, et en utilisant le fait que 
4(x:, s, y, t) vCrifie l’kquation (2), on trouve que : 
4. DCveloppement explicite des Hk pour k 1 2 
On commence ce paragraphe par prouver le thCor&me suivant : 
4.1. THI?ORI?ME. - SI z < 0 et y < 0, 
(q - PI 




4P(P + 4) 
z&G s, Y, t) 
+ ,>Z,(x. s, Y, t) + 
49 - xl 
2pp” -e, 3, Y, t). 
Si n: 2 0 et y 2 0, 
(P - d 
H2(V,Yd) = -- 
2q 
Z2(G%YJ)f e 
4dP + 4) 
&(x, s, Y, t) 
- -$23(x, s, y, t) - yq; y)z(x, s, y, t). 




,Zl(z,s,Y,t)-Zz(z,s,Y,C) - e 
4dq-PI 
Z3(XAY4) 
+ 4eq2 -. f(q2 - p2) 
f3q2:q2 -p2) Z& s y t) + %(.r s y t). ' ' ' zq2 ' ' ' 
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Si z _> 0 et y < 0, 
H2(z, s, y, t) = (Pf4) -21(2,S,y,t)-z~(:C,S,y,t) + f 
2P 4P(P- q) 
23(x, s. y, t) 
_ 4fp’ - e(p’ - q2) 
8p”(p” - q’) 
.&(z, s, y> t) + %(cL s, y, t). 
2p’pL 
Preuve du thkor&ne 4.1. - Si :c < 0 et y < 0 : d’apres la definition 
de H2 on a : 




. .i . 0 




(q2 - P2);; -(z: s, y, a)Z(z, a, 2, t)dzdrr 
.5 0 
En remplaqant les fonctions Z, g et @ par leurs valeurs, en utilisant 
l/2 312 
les valeurs des transformees de Laplace des fonctions cpo , a(p,[ et 
ga(cf. Appendice “B”), et en employant les memes techniques que celles 
employees pour calculer R,, on trouve le resultat. 0 
On va maintenant, donner une formulation explicite des Hk pour k > 3. 
4.2. THGORI~ME. - Pour tout entier nature1 k 2 3, pour tout II: E R et 
y E R on a : 
Hk(z, s, y, t) = dx..+, :y).&(x-:: s. :y, t) + 4.2(3x Y)&(T s> Y: f) 
+ &,3(? YY)Y.Zl( z, s, y,t) + dk,l(X, y)y.Z2(2. s, y/: t) 
+ &,5(? Y)X.Zl( 2, s, y, t) + dk.G(Z! Y)Z3(& 3: Y5 t) 
+ &,7(x, Y)Z4(& s, Y? t) + Sk(27 s: Y/, t) 
oci pour v = 1,2, . . . . 7, 
dk.&, Y) = &u.~R: (+R+ (Y) + &dR+(+R+) 
+ CkdR+ (+R+ (Y) + b.u.lR: (x)lR*_ (Y) 
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uvec : 
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A21+1,5 = - A21+2.5 = 0, B21+2.5 = 0 
c 21+1,5 = 0, D21+2.5 = ev-&$) (- @--:I’)“, D21+1.5 = 0 
-421+1,c = (- i”,$‘)” { q(9p2p) PI + (1 - ‘wz] + T3} 
A 2~+2.6=jff$(-iP~~)‘{(h+_‘C+‘)+(il)(~+e)} 
B21+2.~ = 3 (-“c;2)l{(y+f) +,i-1)(Z+f)} 
avec 
Tl = 4P + 9) (P - q12 2eq” 
32qp7 32p”q” 
32p4q2 (~9 + 2epd. 
T; = fb + d 2fP3 (P - 9)’ 2 
32pq7 
- ___ - 32qlp2 (4 e + 2fw.7). 
32q”p2 
T; = (P - d 
m[eq” + 3.f~” + pdf - e>l 
A21+1.; = (-(pll’;)i)‘l[v3 + q~~p~K + (k - 2)4 
B21+1,7 = (-(p,f2)‘-’ [G + pc;pLq)v; + (k - 2)4 
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&+2,J = (-“;,u’L)‘IG + (I- ‘)v,‘l 
OQ 
-1 
’ = 16qp7(p + q) 
[e(Z’a+q”)t3fp7-2qp6(e+f)+q”pg(4e--f)-2ep3q”l 
lf2 = w(e - f) + ei2 + fP2 
2p2(q2 - P2> 
f 4q -PI e 
’ = 8q”+ 8pq(p + q) - 4p(p + q) ’ 
v,= 2eq + fP 
2q(q2 - P”) + 
3eq + (e - ?f)p 
8pq(p + cl) 
h = fp + 2eq2 + ?fpq + eq - fp + e 
4q2(q2 - P2) 8pq2 4P(P + d ’ 
-1 
vi = 16pq7(p + q) 
[f(~2+p2)+3eq7-2pq”(e+f)+~2q5(4f-e)-2.fq3p41 
v, = pdf - 4 + fP2 + eq2 f(P-q) f 
2 2q2(p” - q”) 8PP(P + q) - 4q(p + 4) 
2fp + eq v;=--- 
2P(P2 - q2) + 
3fp + (f - 2e)q 
8pq(p + d 
et 
v; zz - eq + 2.f~” + 2w + f~ - eq + f 
4P2(P2 - q2> 8qp2 4q(p + q) 
c21+2,7 = (-~~)z-1[v~+(z-l)(-(p~~2)v~] 
02/+l.7 = (-(p;:“)“Iul + (1 - 1)U2] 
D21+2,7 = ( -k.$)‘-1{ vi+w)(-(p~~2)vi} 
avec 
ul = p(8.f - e> + 7eq - f + 2eq3 - 3fp3 
8~~ (P + s> 8w3(p + d ’ 
BULLETIN DES SCIENCES MATHfiMATIQUES 
140 M. 211.1 
u2 = (g - ;o)(eu - PP) + 4Y -P) 
16& 8~~ (1) + 4) ’ 
u, = q(8e - f) + 7fp - f: + 2jji’ - 3eq” 
1 
84" (p + q) 8P4"(P + (1) . 
u; = (P - d(fP - 4 + fP(P - (1) 
1 Gpq” 8q”(P + Q) 
Le reste Sk est tel que 
Siy<O: I S,V(~,S,Y~~) Ii Cte x(1 Bk.,, I + I Dx..,, I) 
j=l 
siy>o: IS.( I, x> CT, Y$ t) I< Cte x(1 AL, I + 1 Go,, I) 
j=l 
Pour prouver ce thCor*me, on a besoin des valeurs des intCgrales doubles 
suivantes : 
4.3. CALCULS PR~LIMINAIRES. - En utilisant les mCmes techniques que celles 
employCes pour calculer R2, on calcule les intkgrales doubles suivantes. 
Si :I: < 0 et y < 0, 
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<; = t 
J’s 
0 ;x12 -(.z, s, y, a)Z(x. u, 2, t)dzdu 
.5 -x 
1 
= ~ Zz(x. s, y, t) - 
1 
q2 _ p2. %(q - P) 
Z1(x, s, y, t). 
‘t ” (; = 
IJ .h --x 
y.Z(z3 s, y. cJ)Z(x. u: 2. t)dzda 
1 
= -.y.Z;,(x, s, y, t) - 
1 
q” -P” 2&l - P) 
.y.z1 (x, s, y, t). 




4 = -.Z4(x, ST y, t) - 
1 
M9” - 9) 4Pk -PI 
Z.3(xc; s, y, t). 






Y.Y&Z, 3, y, c+z(x, u+ z, t)ckdo 
1 
= --.y.Z2(x,s,y4. 






@’ s, Y/, a)Z(x, fl> 2, t&do 
1 =-- 
49h) + 4) 
.G(x, s, Y> t). 
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X(2’ 5: Y, +qx, 0, z, t)dzdn 
1 
= ---.Z2(z,s,y,t) - 
1 
q” - *2 2dq - PI 






Y.gk s, Y, dqx, g>z> t&da 
1 
= ---4.22(x, s, y, t> - 
1 
q” -P” 2dq - P) 






X(2’S, y, cqZ(x:, a, 25, t)dda 
1 
= 2(p” - q2) .&(x, 3, Y/; t) - 
1 





J.I ,5 --3c 
=(z. s, y, (T)Z(x, CT: 2, t)dxda 
= -~.z~(x,S.y.t) - ~.x.Zl(x,s,Y.t). 






-$-+ s, Y/, 4-w, o>z> t&da 
1 
= -.Zz(z, s, y, t) - 
1 
P2 - q” WP - 4) 
Zl (x, s, Y> t). 
t 
A2 = 
JJ s 0 
+Oc y.fg(z, s, y, a)Z(x, (7) z, t)dzda 
1 
= -.y.Z2(2, s, y, t) - 
1 
P2 - q2 2dP - 4) 
Y.Z& s, Y, t). 
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A’, =s ‘s +O” az1 s 0 +,s, y, u)Z(x, 0, Z? t)dda 
=~.23(:1,s.Y,t)-~.x.Z1(D;s,Y,t!. 
Si x 2 0 et y < 0, 
Al = 
+O” a”z2 
-&Z’ 3, y, +-(x:, g, z> t&do 
1 
= ----.Zz(x,s,yJ) - 
1 
p2 _ q;’ 
2P(P - d 
Zl(X, s, Y> t). 
t 
A2 = ss +cc d2Z2 
s lo 
Y.&“> s,YY, 4Z(x, g‘, z, t&da 
= - 7/.22(2, s, y, t) - 
1 
p2 _ q2 .*, 
2P(P - u) 






T&Z! s, Y, GYX, g, 2, f&da 
1 1 
= 2(q2 - 1;2) 
-.Z4(x,%Y,t) - 
4Pkl - P> 






-T&Z> s, Y/, +-(x, cr 2, t)dzdu 
= +.z3(27.y,+ ~.x.zl(x,s;y.t). 
1 
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Y. 8%” -(L s, g/: u)Z(x, u, 25. t)dzdu= 
MP+d 
.y.Z2(x, s. :y, t) 
.* --x 
Preuve du thLon?me 4.2. - Nous prbontons la dkmonstration dans le 
cas oti z < 0 et y < 0. D’aprks la dkfinition 1.5 de Hk on a : 
H~,l(Z, s. y, t) = II ~~(2, s, :y. a)Z(z, u, z. t)dzda . .\ .R 
En remplaFant Rk par son dkveloppement don& dans 3.2 et en utilisant 
les rksultats du paragraphe 4.3, on trouve que : 
Hk+l(X? S: ?J+ t) = 2 Lk.j<,i + 6 Kk.,,Ei 
.;=1 ,j=l 
Y. 9, u)Z(x> u, z, t)dzdcr 
a+1.1 1 1 1 = 
2dP - Q) 
&,I 
Dk+l.z = -y--- 
4 -P2 
.&,I + 
2P(P + 4) 
A.1 
D 1 1 1 
k+1.3 = 2q(p _ q) .Kk.z &+1.-s = 2 4 -P2 
Xii.2 + 
2P(P + 4) 
.Lk.2 
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01;+1,6 = --.LI,,a+ 
1 1 
= 2p” 8~~7 4P(P - c1) 
.K,v.~+-KL~ 
8p2 
En rempla$ant les Kk.j et Lk.,j par leurs valeurs, et en remarquant que : 






exp (I_ 'If,- 4YY 
\ Bp’ q2(a - s) > 






RJa--s exp ‘\- 8p”(a - s) > 
I 2(x, CJ, z. t) I dzdcr 
1 
5 it,:. &(I Bk., ( + I Dh.,j I) [Gexp (-~~q2~~~)~j) 
.I=1 
+&exp (-:;(y!‘:))]l 
on obtient le rhltat. 0 
Preuve du thkordme principal, - En rappelant que : 
L = b21R+) + q21R+i”)j& 
+ [elR+) + flR+(d& f Pd{O} 
< 
&(o+) - Y&O-) 1 , 
prouvons que pour toute fonction h continue sur R de classe C" sur R- 
et sur R+, pour toute function g continue et B support compact sur R : 
Z=!im, 
-.I .I 
t- ‘g(x)[h(y) - h(z)]IF’(z, 0, y, t)dyda =< Lh, 9 > . 
.reR ycR 
Or, t%4[W - h(4l-W~ O> Y, t)&b 
+t”“o 
-I J’ 
t-1g(4[W - @Wh(~> 0, Y, t)dydz 
.r~lt ycR 
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+ lim 
J J f3” .~ER J/ER 
t-‘g(x)[Q/) - e41 c fh(x, 0, Y/, tP?/dx 
n>a 
=E+F+G 
Commen$ons par calculer E. Puisque h n’est pas de classe C1 en 0, 
nous posons X = h/(0+) - h/(0-) et p(z) = h(z) - Ax+. 
La fonction cp est alors de classe C1 en 0, v’(O) = h(O-) et 
+ lim 
J .I ‘+” .rER’ PER 
?9(x)X[y+ - x+]z(x, 0, y, tpydx 
= El + Ez 
Or, 
Vx E R*, p(y) = (p(z) + (y - x)&z) + 
(y - x)’ 
2 $9”(X) + o(I y - x I”). 
Done 
El = ,“y 
-I I .reR* . ,/CR 
F(Y - X)cp’(X)Z(X? 0, y, t)dydx 
+t”“o ’ 
-I J .GER* 





--(I y - x l”)Z(x, 0, y, t)dydx 
YER t 
= El1 + EIZ + EM 
Et via un calcul simple on montre que : 
El1 = 2(q’ - p”)g(O)cp’(O) = 2(q” - p’)g(O)h’(O-), 
El2 = (p"l~y(x) + q21R;(x))g(:c)h"(z)d:c et El3 = 0. 
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Calculons maintenant. E2. 








J I --cc, -a2 





( > 4q2t 
dx = !? 
2 . 
De la mCme faGon, on montre que F3 = q, et on en dCduit que 
E2 = ;(3qz -p2)Xg(0) 
ce qui implique que : 
E= 
s TER' 
(PEER: + q21R; (x))g(4h”(x)dx 
+ ig(0)[(q2 - 3p2)h’(O-) + (3q” - p2)h’(o+)] 
Pour calculer F et G, on a besoin des valeurs des limites suivantes : 
+m +m 
lim 
ss t-+0 0 0 
f.p’(x)g(x)+Z(x, 0, y, t)dydx =/+-f.&x)g(x)dx 
0 
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4 4 
lim 
JJ t-+0 --x 





p’(x).g(. >) (y ; II:) ‘r- -Zl (x, 0. y, t)&dx = p(p; Ir) cp’(0).9(0) 
a+% -0 
lim 
I I f-0 , (1 
cp’(x)g(. ,) (y ; xy) ‘1’ ---ZI(X, 0: y, tpyri.x = - dP + q) 






. -x. I) 
p’(~:),g(x) @p 22(x, 0. , y. tpydx = y”p’(O)g(O) 
+'x, 4 
lim II t-o.0 .--x, 13/(c)I(:I.)@$ Z,(x, 0, . y. f)dydx = -p2p’(0)g(O) .+,x .u 




cp’(x)g( % pZj(Xc, 0, ?I/; t)dYdX = 0; 
--x, 0 










.i = 133.4 
t-+0 ” 
p’(x)g( X -Z,j(Xc, 0, Y, t)dydX = 0; 
0 












~g(x)z(x.o; y, t)dy&x = Yg(O) 
-x0 +x f'":, -0 '1 Jl -+ 0 ~g(x)&(z, 0, y, t)dydx = $g(O) .-,rt .+.x 
lim 
4 x 
J J f-0 0 --x ,S(4ZdX> 0, YY, WYdX = %(o) 
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En utilisant l’expressior de Hz(z, s, y, t) (ThCori3me 4.1) et les valeurs 
des limites des intkgrales doubles prCcCdentes, on montre comme dans le 
calcul de E que : 
lim 
t-0 J J 
9(x) 
.XER 




= qp’ - q2)g(0)yqq + 
. 0 
p’(x)g(x)(elR~ (x) + flR; (z))d:r: 
- z+]N& 0. y, t)dydz 
- d2 P,' Q' - 
4q 
+ 4"(p+q) 
2 4P 1 
d’ofi : 
.+x- 
F= I . u cP'(z)!J(z)(elR:(z)f flR;(z))dxJ 
+ P(P + q) 
[ 4 - 
- 
[ 
2(qZ -py $ 
P(P - qy + P” - 4” ~- 
4q 2 
P(P+q) P(P-q)” .~-- 
4 49 







1 dOW@+ 1 
q”(p+q) 
4p 1 dW’(O-1. 
= GI + GP + G3 + Gi 
,~ L” 
BULLETIN DES SCIENCES MATHGMATIQUES 
150 M. ZILI 
En utilisant le dkveloppement de Hk(S > 3) (ThCor&me 4.2), on obtient : 
*o 
+ c &,4 lim 
a+% g(z) 
J I f--t0 --x.0 
+4Y) - cpc74)!/.~2(~, 0, Y, WYdz 
1.23 
Les six dernikes limites sont nulles. En utilisant les expressions des 
(P - 49” 
Ak,,j on obtient : c Ak.1 = - 2qCP + 4j et c Ak.2 = 0, ce qui nous 
It>3 k>3 
permet de montrer que : 
On calcule Cgalement les sommes suivantes : 
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Et on en dCduit que : 
G2 = 4(4 - PI2 




pi = y&2 - Pj2 
dp smo) 
Ce qui implique que 
t”“o -I J J-CR yeR 9(9(y) - cp(x)) c I&(x, 0, y, t)dyydx = 0. k>3 
De la mCme faGon, on montre que : 
Et on en dCduit que : 
“ -  
Y--- J JTER’ b21R; (x) + q21R; (x))g(X)h”(z)dX 
+ J R’ h’(X)g(X)(elR: (x) + flR; (x))dx 
+ dO)PdW+) - ww 
En procCdant de la mCme faGon, on montre que pour toute fonction h 
continue et bomCe sur It on a : lim sit J R r(x, s, y/, t)h(y)G = h(x), ce vi 
nous donne la propriCk! 2 de la dCfinition 1.2 et ach&ve la dkmonstration 
du thCor&me. 0 
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5. lhude du cas particulier oh e = 0 et f = 0 
En employant les memes techniques que celles employees dans le cas 
general, on montre que : ‘d 2. y E R, V s < t, on a : 
oil : 
‘%(Z, Y) = Mk.dR: (+R+ h/Y) + ‘hdR+ @:)lR: (YY) 
+~k.l.1R+(+R+(y) +&l.lR++R+). 
(pour les valeurs de A&r > Lk.1, Nk.1 et Kk.1, voir le theoreme 3.2 > 
Ce qui nous per-met d’avoir I’expression explicite de Hk suivante : 
H&G s, Y, t) = 4,1(~, YY)-W 2, s, y, t) + dk.&, Y)Z,(& s, y, t), 
(pour les valeurs de dk,r(z, y) et dk.,2(~, y), voir le theoreme 4.2) et d’en 
deduire que : 
1 P+q 2’121(2; s, y, t) si 2 2 0, y < 0 
q2, s, Y! t) = 
Z(~.~.y,l)+~~Z~(l:,s,y.l) siz?O.yLO 
Done 
si :r < 0, y 2 0. 
(I 2’ I + I Y’ I)” 
4p2(t - s) >> 
oc 2’ = 2,f - z--. Et on retrouve les resultats de M. MASTRANCELO ([6], 
proposit& 16, page 43), de M. TALBI ([ll], page 32) et de Y. OUKNINE 
([8], page 623). 
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Appendice“A” : ~~LIMINATIONDUDRIFTPARLATRANSFORMATIONDE ZVONKIN 
L = kJ’lR1. (x) + q21R+ (x)1 & + [elRT (z) + flR+ (z)]; 
+ PlJ{O} &+) - &co-,] [ 
Ce gCnCrateur infinitksimal est associC, via la formule de Kolmogorov g 
l’kquation differentielle stochastique suivante : 
dX(t) = v%lR: (X(t)) + dR+ (X(t)))dB(t) 
+ (t’lR:(X(t)) + flR+(X(t)))dt 
= \laa(X(t))dI?(t) + b(X@))dl; 
Soit Y(t) = F(X(t’)) avec 
= $[I -exp (-+)] 1R1(2)+~[l-eXP(-~~)]1R+(1.) 
Via la formule d’It8, on montre que Y(t) vCrifie l’kquation diffkrentielle 
stochastique suivante : dY(t) = T(Y(t))dB(t) avec 
T(Y) = 2a(F-l(g))exp - J 
( iil(‘) gdu) 
Or 
F-l(y) = -%I,(‘1 - s y 
\ 
Done 
T(y)= h p l- e?/ 1R (y)+q I- f, 1R (y) 
cc P2b (44+-l 
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Et on voit que T n’est plus constant par morceaux, ce qui ne permet 
pas de donner une formulation explicite d’une solution de 1’Cquation 
(L - g,u = 0. 
Appendice “B” : TRANSFORMBESDE LAPLACEDE vii', ad'", l/lr,,yn ET xc 
On peut trouver les formules suivantes dans [lo] : 
V (L E R”, V s > 0, L(q~i”)(s) = -$ exp(-as1/2) 
L(acp:‘2)(s) = 2exp(-as9 
L(gJ,)(s) = ~exp(-asl/~) 
V c E R, V s > 0, L(xr)(s) = ;exp(-CL?“) 
En remarquant que am = $(acpzi2)‘(t) on obtient : V a E R*, V s > 0, 
L(y,)(s) = ~L(ago1’2)‘(s) = ~L(c&‘~)(s) = sexp(-&‘“) 
Appendice “C” : INTkGRALESlNTERVENANTDANS LES CALCULS 
J erfc(az)dz = zerfc(az) - 1 - exp( -a2zJ) aJ;; 












u3 exp(-u”)du = :[a’ + I] exp(--a2). 
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